Une promenade nez au vent

au pays des mathematiques



Programme de la promenade

Naissance du nombre

Les premiers geometres

Rien (zéro) et moins que rien (hombre negatif)
Pi la mystérieuse

Les suites

Trouver 'inconnue

Les théoremes

L'infiniment petit

Deux petits jeux

L'art en mathematique : 'ensemble de Mandelbrot
Des questions



Les mathématiques ou « La » mathématique :

- une maniere de mettre un peu d’ordre dans le monde qui nous entoure

- une organisation des concepts qui flottent dans notre esprit :

o des nombres: 1, 2, 3

- des formes : carre, cercle, point, vision a 3 dimensions

o des relations : plus grand ou plus petit, organisation de concepts tels que :
étre vivant, mammifere, élephant, elephant male et femelle, trompe d’élephant ...



- un Jjeu intellectuel agréable, comme les échecs ou la musique, sans objectif pratique
°© S|l Oonvous présente les mathématiques
... de maniere attrayante et adaptee a vous
o et sl personne nevous dit « vous étes nul »

- un outil pour comprendre puis prédire le comportement de ce qui hous entoure :

callloux qui tombent, planetes, courants electriques, ondes radio...
« l'efficacite deraisonnable des mathematiques pour expliquer la nature ?7?? »

- une maniere de réduire une infinité d’observations a un nombre limite
de « concepts, lois, raisonnements, principes, demarches »



Mais aussi . Comprendre la course des planete et des étoiles
Prevoir le temps qu'il fera
Partager équitablement
Trouver le plus court chemin
Ecouter de la musique numérique
Construire des ponts et des barrages
Localiser par GPS et cartographie numerigue
Défendre la confidentialité
Faire voler des avions

Eviter les embouteillages



Diagnostiquer et soigner

Faire marcher nos téléphones « couteaux suisses »
Faire fonctionner les réseaux de communication

Surfer sur Internet

Développer notre intelligence comme celle des machines
Faire de belles photos

Décoder 'ADN et comprendre l'origine de maladies
Anticiper les effets du réchauffement climatique

Détecter et corriger nos fautes d’orthographe et de francais
etc etc etc ...



Il N’y a ni génie, ni bosse des maths (Pr Dehaenne et I'IRM du cerveau)
Le cerveau est naturellement fait pour créer et manipuler des concepts
Il y a seulement des gens curieux qui ecoutent ce que leur disent leurs intuitions
et y prennent du plaisir

et ceux qui restent sourds pour differentes raisons :

° apriori culturel

° manque de curiosité et capacite d' etonnement
o peur de l'erreur

o présentations mal adaptées a eux

°  mauvaises experiences

°© critigues et mauvaises notes



Naissance du nombre

35 000 ans avant JC: batons avec encoches

Figure 1.1 : L’'os de Lebombo, daté d’environ 35000 ans et marqué de 29 entailles : la plus
ancienne trace “numérique” trouvée dans une grotte en Afrique du sud.

1 encoche = 1 objet, 1 lunaison ?

15 000 ans avant JC : encoches differentes ?7?77?

Figure 1.2 : Bois de renne entaillé datant du Paléolithique (15 000 ans av. J.-C.)

4 000 ans avant JC, Mésopotamie : artisans, villes, troupeaux

Compter les moutons avec des jetons d’argile (« calculi » chez les romains)

. . . . 00000
—> systeme de numeration unaire : 1 jeton = 1 mouton

Pour éviter la falsification : on met les jetons dans une bulle d’argile cuite
avec signature du berger et du propriétéaire




Pour savoir a tout moment combien il y a de moutons sans ouvrir la bulle,
—> on dessine les jetons sur |la bulle.
Meéethode géneéeralisée aux vaches, céreales etc...
—> un symbole difféerent par type d’objet
Un jour une ideée brillante : pourquoi mettre des jetons a l'intérieur puisque on en a I'image a l'exteri
—> dessiner les jetons sur de l'argile plane : tablette puis copies de la tablette par securitée
Plus tard le support a change :

—> tablette d'argile, marbre, cire, pierre, papyrus, parchemin, papier...
... tablette (électronique) ... ca boucle ...



Ensuite on aremplace
« symbole mouton » « symbole mouton » « symbole mouton » ...

« symbole vache » « symbole vache »  « symbole vache » ...
par :

jeton Jeton jeton... « symbole mouton »

jeton jeton Jeton... «symbole vache »

—> un jeton repréesente « 1 » n‘importe quoi : c’est un nombre pur
C'est le déebut des nombres abstraits
gui se liberent des objets comptes et se mettent a vivre par eux-meme :

IIs peuvent servir a compter un mouton comme une vache ou autre chose



Nombre de jetons trop important -> on a inventée des symboles qui representent 10, 60, 100 ...

Méesopotamiens = D @ O @

3600 36000

un cercle intérieur = multiplier par 10

Cuneéiforme déchiffré au 19 eme siecle D— ( T WZ Q @
1 10 60 600

3600 36000

le symbole « chevron » < = multiplier par 10

Egyptiens m @ i ] % %yhoest beaucoup !!!

100 1000 10000 100000 1000000



Systeme de numeération additif encore utilisé par les Grecs et Romains :

on ajoute la valeur de chaque « symbole de nombre »

v v vl Vil VIII IX X L C D M
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 50 100 500 1000

Les nombres romains utilisent des regles compliguees :

O

O

O

O

O

Un nombre en chiffres romains se lit de gauche a droite.
Un méme symbole n'est pas employe quatre fois de suite (sauf M).
Tout symbole qui suit un symbole de valeur supérieure ou egale s'ajoute a celui-ci (exemple : 6 s'écrit VI).
Tout symbole gui précede un symbole de valeur supérieure se soustrait a ce dernier :
| doit étre retranché a V ou a X quand | est devant V ou X (ex. : 4 s'écrit V),
X doit étre retranché a L ou a C quand X est devant L ou C (ex. : 40 s'écrit XL),
C doit étre retranché a D ou a M quand C est devant D ou M (ex. : 900 s'écrit CM),
en revanche, oter | de L ou de C n'est pas pratique (49 s'ecrit XLIX et non IL ; 99 s'ecrit XCIX et pas IC).
Les symboles sont groupées par ordre decroissant, sauf pour les valeurs a retrancher selon la regle précéd
(ex. : 1 030 s'écrit MXXX et non XXXM qui est une des facons de représenter 970)



Systeme de numeération par position : la valeur d'un symbole depend de sa position

« 3 » vaut 3, 30 ,300... selon sa position qui est définie par le nombre de chiffres a sa droite

... Systeme encore un peu additif : 333 =300+ 30 + 3

Indiens - > Arabes - > Europe (chiffres arabes)

Pythagore écrivit : tout est nombre



Les premiers géometres

Au debut c’est la science de la mesure des champs :

comment diviser un champ en parties égales,
comment calculer la surface et le prix d’un terrain en fonction de ses dimensions, ...

La corde (ficelle) est I'outil de base

(métier de « teneur de corde » en Egypte) :

° tracer une droite,

° mesurer une longueur avec une corde graduee avec des noceuds,
° |dée de cercle : ane tournant autour d’'un piquet avec une corde
° tracer un cercle

(notion générale de cercle, quel que soit son rayon et sa position)




Tracer un angle droit c'est plus compligue :

- Intersection de 2 cercles : complique en pratique

- triangle dont les cotés sont proportionnels a 3, 4 et 5

triangle rectangle :

la corde a 13 nocauds ;

i\
\/

1800 ans avant JC :

la tables de Plimpton de nombres « rectangle » comme : 65-72-97 ou 1679-2400-2929



En 1400 avant JC, |le scribe Ahmes pose la question :

Une pyramide dont le coté de la base est de 140 coudees et dont la pente
est de 5 palmes et 1 doigt, quelle est sa hauteur ?

En 330 avant JC, en Grece,
les « bématistes » mesuraient les longues distance en comptant leurs pas

Alexandre en emmena avec lui en Asie, sur des milliers de kilometres.
Leurs résultats comportaient moins de 5 % d’erreur

En 100 avant JC, Eratosthene savait que la terre est ronde (ombre sur la lune).

Il calcula la circonférence de la terre



Pour calculer la circonférence « C » de la terre, il mesura :

o |a distance « d » entre

Assouan (sur le tropigue du cancer) et Alexandrie
en comptant les pas d’'un chameau (legende ?)

o |a différence d’inclinaison « | » e\
des rayons du solell Tropique du Cancer ﬁ\/’/
. Syéne
entre ces deux villes Equateur

lorsqu’il culmine (solstice de juin a Assouan)
(une portion de 360 degrés)

1/360=d/c -> c=d.360/1

Calcul de la circonférence de la Terre. &

Il trouva que la circonférence de la terre était égale a
50 fois la distance entre les deux villes,



Au 4 eme siecle Theetete d’Athenes a déecrit les polyedres reguliers
dont toutes les faces et les angles sont identiques
et demontra qu’il N’y en a que 5 possibles appeles plus tard les solides de Platon :

le tétraedre :

4 triangles équilatéraux
I'hexaedre ou cube : 6 carres
'octaedre : 8 triangles

le dodécaedre : 12 pentagones
et I'icosaedre : 20 triangles

Platon les associa au feu, a la terre, a I'air, la forme de l'univers, et a I'eau :
Il est impossible de faire un polyedre regulier avec des centaines de facettes identiques,

en particulier pour s’approcher d’une sphere comme la Géode de la cité des sciences



Mais on peut s’en approcher :

Partons d’un icosaédre
20 triangles équilatéraux, 12 sommets, 5 arrétes et 5 sommets de triangle par sommet

Découpons chacune de ses 20 faces en 4 petits triangles,
puis gonflons le tout pour placer chague sommet sur une sphere

Icosaédre aux faces découpées en quatre

Aux sommets de lI'icosaedre , convergent 5 arrétes @
Aux autres sommets convergent 6 arretes
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Pour les ballons de foot, on a tronque les coins d’un icosaédre, ce qui donne :

12 pentagones (noirs) correspondant aux sommets de l'icosaedre et 20 hexagones (blancs)




Au 7 eme siecle avant JC, a Millet sur la cote turque, nait Thales :

Défi du pharaon Amasis : mesurer la hauteur de la grande pyramide

Il choisit le moment ou 'ombre du baton est égale a la hauteur du baton.

l
Alors la hauteur de la pyramide est égale a la longueur de son ombre




, o o0 : : : NN N
Les nombres carrés : 1% 22 32 42 ...=1 4 9 16 .. o0 NN N
o000
NN N
o _ _ 1 4 9 16
Additionnons les nombres impairs :
1
1+3 =4
1+3+5 =9
1+3+5+7=16 .... Cela donne les nombres « carrés » Pourquoi ?7??

Explication géometrique :




Rien et moins que rien

En 628 Brahmagupta : introduit les « chiffres indiens » dont le « O » et les nombres négatifs
Le zéro :
Scandale : Une absence peut-elle étre un nombre ?
Que signifie « compter rien » ?

Zifr (vide en arabe) -> zefiro -> zero
-> cifra -> chiffre



Les nombres négatifs ou « absurdes » : « compter ce que I’on enleve ! »

Positif : tu possede un bien Negatif : tu possede une dette

Imaginons :
un jeton bleu représente un avoir de 1€ (notée + 1 €)
un jeton rouge représente une dette de 1 € (notée - 1€)

Si vous avez 10 jetons bleus et 5 jetons rouges, vousavez 10x(+1)+5x(-1)=+5€



Si on vous prend (-) 4 jetons bleus vous perdez 4 € (-4)x (+1) =-4 €

moins par plus donne moins

Si on vous donne (+) 4 jetons rouges, soit 4 dettes, vous perdez4€: (+4)x(-1)= -4¢€

plus par moins donne moins

Prendre de I'argent ou donner des dettes, c’est la méme chose :

prendre du positif revient a ajouter du negatif



Si on vous donne (+) 4 jetons bleus, vous gagnez 4 € (+4)x (+1)=+4 €

plus par plus donne plus

Si on vous prend (-) 4 jetons rouges (on prend de la dette) vous gagnez4 € :(-4)x(-1) =+ 4 €
moins par moins donne plus
Donner de I’'argent ou prendre des dettes, c’est la méme chose :

prendre du négatif revient a donner du positif



ajouter un nombre « n » a quelque chose est equivalent a soustraire son opposeé « - N »

soustraire un nombre « n » a quelque chose est équivalent a ajouter son opposeé « - N »

addition et soustraction sont les deux visages d’une méme opération (generalisation)

n <—> -Nn



De méme
multiplier par un nombre « n » est equivalent a diviser par son inverse « 1/ n»

diviser par un nombre « n » est equivalent a multiplier par son inverse « 1/ n »

multiplication et division sont les deux visages d’une méme opération (generalisation)

n <—> 1/n



Pi la mystéerieuse

Pi (ou 1T ) est la longueur de la circonference d’un cercle dont le diametre est egal a 1

ou le rapport entre la circonférence et le diametre de n'‘importe quel cercle

Longueur de la circonférence = Pi

!

Diamejre =1 Valeur de Pi :

227

3,14

3,1415926 ....

une infinité de décimales



Que |"aime a faire connaitre ce nombre utile aux sages !
Immortel Archimede, artiste, ingénieur,

(Jui de ton jugement peut priser la valeur ¢

Pour moi ton probleme eut de pareils avantages.

Jadis, mystérieux, un probleme bloguart

Tout 'admirable procédé, I'ceuvre grandiose

(Jue Pythagore decouvrit aux anciens Grecs.

0 quadrature ! Vieux tourment du philosophe

Insoluble rondeur, trop longtemps vous aver

Defie Pythagore et ses imitateurs.



Comment intégrer I'espace plan circulaire ?
Former un triangle auguel il equivaudra ¢
Nouvelle invention : Archimede inscrira
Dedans un hexagone ; appreciera son aire
Fonction du rayon. Pas trop ne s'y tiendra .
Dedoublera chaque élement antérieur ;
Toujours de I'orbe calculée approchera ;
Définira limite ; enfin, larc, le limiteur

De cet inquietant cercle, ennemi trop rebelle
Professeur, enseignez son probleme avec zele



soit: Pi1=3.1415926535 8979 32384626 43383279 50288 4197169
399375 105820 974944 59230 781640 628620 8998 628034
825342117 0679 821480 8651328 23000647 093844

(128 décimales)

le 21 octobre 2015 Suresh Kumar Sharma a appris et recitée 70 030 décimales

Pi contient un nombre infini de decimales plus ou moins aléatoire
Conjecture : Pi contient n’importe quelle suite de chiffre :

est-ce un nombre univers ?



« 592 » en 4 €M position mais aussi en positions :

62, 2133, 2224, 3130, 3698, 4398, 9341, 9979, 10394, 11108, 12289, 13574, 15894...

ma date de naissance : « 24051944 » en 8 663 553¢Me décimale

la Bible sous forme numeérique : A->1; B->2; C->3 ...
(807 361 mots soit environ 5 millions de chiffres)

position inconnue ?7?? tres tres loin ...



Comment trouver ma date de naissance « 24051944 » dans les décimales de Pi ?

Calcul avec un ordinateur et le logiciel Mathematica :

calculer 400 millions de décimales de Pi, cela prend environ 5 minutes sur mon ordinateur
pI = N[P1, 400000000]; en bleu : ordres donnés a l'ordinateur

organiser ces décimales sous la forme d'une liste de chiffres
list = RealDigits[pi][[1]];

chercher la suite de chiffres « 24051955 » dans cette liste
SequencePosition]list, {2, 4,0, 5, 1, 9, 4, 4}]

Réponse : en positions 8 663 553, Je peux trouver |la position
11 417 929, de votre date de naissance
145 480 892, pour S € ...
215 927 052,
245 658 501,

331 072365 ....et.... une infinite d’autres apparitions plus loin...



Comment calculer Pi sans ordinateur ?

Avec un plancher dont les lattes ont une largeur « | »

et une aiguille de longueur « | »

La lancer « g » fois l'aiguille sur le plancher
Compter le nombre « p » de fois ou elle tombe a cheval sur 2 lattes

Le rapport g / p tend vers Pi /2 mais tres lentement !!!



Avec des polygones Inscrits et Circonscrits :

" R

Hexagone Inscrit /v\

constitué de 6 triangles isoceles de cote 0,5 \ l / Di > 6 fois 05 = 3

—eee——— 3<PI <4

Pi<4fois 1
Carré circonscrit de cé6té 1 :

2
N/
\

En 220 avant JC Archimede a repété cela
3,1408 < Pi1<3,1428

avec des polygones inscrits et circonscrits a 24, 48 et 96 cotes,

pour obtenir 'encadrement de Pi a un millieme pres : beaucoup de calculs a la main !



Le 9 juin 2022 : record avec 100 000 milliards de decimales

par la japonaise Emma Haruka lwao en 157 jours de calcul... de gros ordinateur

avec la formule étrange de Chudnovsky
(—1)%(6k)!(13591 409 + 545140134k)

(3k)!(Kk!)*640 320972

gui donne 14 decimales

a chaque calcul d’un terme :
Formule issue

i de I’ « extra terrestre » indien
Srinivasa Ramanujan

1887 - 1920



Les mathématiciens se passionnent depuis longtemps
pour comprendre les etranges propriétes
des décimales plus ou moins aléatoires de Pl

... Mais sans grand succes ...



| es suites Une suite est une succession de termes

qui peut se prolonger a I'infini comme :

12345 ...
12 22 32 4252 ,., =1 2x2 3x3 4x4 5x5...=1 4 9 16 25 ...
mois 1 2 3 4 5
En 1202 Fibonacci s’interesse a I’elevage des lapins : & & &£ & &
Partons d’'un couple de lapins 2
& R

- ui génerent un nouveau couple de lapin tous les mois
EE B

- a partir de son 3 eme mois

&
couples de lapins 1 1 2 3 5

C'est la suite de Fibonacci : chaque terme est la somme des deux precédents

. A s R W



Le nombre d’or phi_ou (p aux étranges propriétés

Découpons un « rectangle d’or » en un carre et un autre rectangle : c’est aussi un rectangle d’or

L
R S B

Le rapport entre une diagonale et un coté d’'un pentagone regulier est égal au nombre d’or




Un nombre infini de décimales comme Pl

1+ /5
O = 2\/5 ~ 1,6180339887
P=1+ :
1+ 1
Lok 1
[+ —L
P2-9 49

R alb=@® —> (a+h)/a=@

Connu depuis 'antiquite : apparait en architecture, dans la nature, esthetique, mystique ...



La spirale d’or :
découpons un rectangle d’or en carrés et rectangles d’or de plus en plus petits,

et tracons un quart de cercle dans chaque carre :

Le rapport de 2 termes consécutifs de la suite de Fibonacci tend vers le nombre d’or : etonnant !

1 1 2 3 5 8 13 21 ...
1/1=1 2/1=2 3/2=1,5 5/3=1,666 8/5=1,6 13/8=1,625 21/13=1,615...> 1,618034...

Le nombre d’or apparait en géometrie, en algebre et dans les suites :

un nombre « passerelle » comme 1T ? étonnant !


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pi

Trouver I’'inconnue

Trouver un grandeur inconnue qui véerifie une relation (résoudre une équation)

° trouver une grandeur qui, multipliée par 2 vaut 6
o grandeurx?2 = 6
° XXx2=6 (nhotation moderne) —> X=6/2=3

En 780 : le mathematicien perse Al-Khwarizmi introduit les notions de l'algebre

Il cherche une demarches génerales pour résoudre des problemes comme :

. Un champ rectangulaire a une surface de 30 et une largeur de 5.
Combien mesure sa longueur ?

. Un homme de 30 ans a 5 fois I'age de son fils.
Quel age a son fils ?

. Un marchand a achete 30 kilogrammes de tissus en 5 rouleaux identiques.
Combien pese chague rouleau ?



Pour répondre a ces 3 questions a la fois,
I les isole de leur contexte
en ignorant ce que représentent les nombres 5 et 30.

Dans les 3 cas la reponse est obtenue en divisant 30 par 5



Il va plus loin en affirmant que la méthode ne dépend méme pas des valeurs numeriques :

Regardons 3 questions analogues :

. On cherche un nombre qui multiplié par 5 donne 30 solution 6
. On cherche un nombre qui multiplié par 2 donne 16 ; solution 8
. On cherche un nombre qui multiplié par 3 donne 60. solution 20

Dans les 3 cas, on trouve la solution de la méme maniere
en divisant le deuxieme nombre par le premier :

On cherche la grandeur inconnue qul,
multipliée par une « quantité 1 » donne une « quantité 2 »,
grandeur inconnue . quantité 1 = quantité 2 —> grandeur inconnue = quantité 2 / quantité 1

Aujourd’hui: X.a=b—> X=Db/a quelles que soient les valeursde aetb



Geéeneralisation croissante de la notation :

Jules a 10 ans de plus que Plerre,
Pilerre a 12 ans. Quel age a Jules ?

« age de Jules » = « age de Pierre » + 10
« age de Pierre =12 Trouver « age de Jules »

X=Y+10 (X =agedeJules, Y =age de Pierre)

Y=12 Trouver X dans ce cas particulier
X=Y+a
Y=D Trouver X en fonctionde aetb

guels gue soienta et b
-> X=Db+a



Classification des équations dites polynomiales (avec des inconnues X X2 X3 etc)

o Equations « polynomiales » du 1 er degré avec des X :
Quel nombre donne 0 si on le multiplie par 2 puis qu’on lui soustrait 10

XXx2-10=0 réponse X=5

o Equations « polynomiales » du 2 €M degré avec des X et des X2 :
Le carre d’'un nombre auquel on ajoute dix fois ce méme nombre donne trente-neuf.
X2+10xX =39 2solutions X=3etX=-13

(en géneral entre 0 et 2 solutions !!!)



o Equations « polynomiales » du 3 €M degré avec des X, X2, X3 (X3=XXXXxX)
X3 - 10X2 +27 X =18
3solutions: X=1, 3etb

o Equations « polynomiales » du n°m¢ degré avec des X X2 X3 X" (X" =X x X X X « n fois » )

o Equations plus compliquées (non polynomiales : pas que des X") :

Sin(X) + X = 27 solution X = 26,1496 (merci ordinateur)



Question lors d’un test de I’armée :
Combien une équation a-t-elle de solutions :
Ma réponse : faut voir ... —> note excellente 2?77
Question au lieutenant :
VVoire question est bizarre ...
Réponse :
C’est une question tres sélective :
niveau scolaire 4 eme (éguations du premier degré) : réeponse 1
niveau scolaire 2 eme (éguations du second degreé) : réponse 2

niveau supérieur : réponse « ¢ca dépend » ou « question absurde »

L’armee n’est pas ce que I'on en dit ...



Equation = balance en équilibre :

On peut ajouter ou retrancher la méme chose (une pomme, un nombre)
sur les deux plateaux sans modifier I'equilibre

Réglas intuitives :

On peut multiplier ou diviser par la méme chose les contenus des deux plateaux
(pas par zero pour la division) sans modifier I'equilibre

Réesoudre, c’est isoler X sur I’'un des plateaux
dans cet exemple : enlever 3 des deux coOtés puis diviser par 2 les deux cotes

X=1



Au 9 eme siecle, I'egyptien Abu Kamil s’'intéresse aux problemes avec :
o plusieurs inconnues
o et plusieurs relations (ou équations)

Exemple :

Le troupeau d’un eleveur est constitue de :

o dromadaires qui ont une bosse
o et de chameaux qui ont deux bosses.

On compte au total 100 bétes et 130 bosses.

Combien y a-t-il d’'animaux de chaque espece ?



D = nombre de dromadaires C = nombre de chameaux

D+C=100 nombre de bétes
D+2xC=130 nombre de bosses
Solution :

D+ C =100 retrancher C des deux coOtés
D=100-C reporter D dans l'autre relation
100-C+2x C =130

100 + C = 130 retrancher 100 des deux cotes

—> C =30 D=100-30=70

Pour définir « n » inconnues, Il faut « n » relations



Certaines équations du second degré n’ont pas de solution, comme ;
Xc+1=0

car X? est toujours positif et la somme de 2 nombres positifs ne peut donner O

En 1572 Bombelli introduit les nombres imaginaire
en définissant arbitrairement Punite « imagin R >
1 =n/—1.
telle que i=-1 ou

Il définit les nombres imaginaires comme :

4 +5] 4 5 nombres « normaux »



L’équation X+ 1 =0 aalors 2 « solutions
Imaginaires »

X=1et X=-
Alors : theoreme fondamental de I’algebre

une equation de degre « n » (avec des X")

possede « n » solutions réelles ou Imaginaires



Toutes sortes de nombres :
* |es nombres entiers positifs : 1,2,3...

* lezero: 0 nombres réels

* Jles nombres entiers négatifs : -1, -2, -3...

* |les nombres fractionnaires (répétition de décimales) :
1/2=0,5
2/3 = 0,66066660...
531/427 = 1.243559718969555035128805620608899297423887587822014051522248
243559718969555035128805620608899297423887587822014051522248
243559718969555035128805620608899297423887587822014051522248

* Jles nombres irrationnels comme 11, le nombre d'or, ou

z/5. =2.23607 .... infinité de décimales sans répétition

* |es nombres imaginaires

| ) nombres imaginaires
a+l.Db aetb nombres reels


https://fr.wikipedia.org/wiki/Pi

On genéralisa ensuite la notion de nombre avec des
structures algebrigues (ensembles) composeées
o d’élements

o et d'operations que I'on peut leur appliquer ->  explosion creatrice



... Vous pouvez creer votre theorie personnelle ....

Objets : « souris » « fromage » « crotte » ...

Opération :  « grignotter » Fage

souris

Mais il n’est pas certain qu’elle ait du succes.
Il faudrait pour cela qu’elle solt :

°© connue,

o utilisée,

o utile a des branches des mathematiques,

° géneratrice de nouveaux théoremes intéressants.



Tout cela a donné naissance
a la branche des mathematiques

appelée : I'algebre



L es theoremes

Un théoreme : un énonceé mathématique avec une démonstration validée

angle droit : 90 degres
a b
Exemple : le théoreme de Pythagore &

h

h = a? + b2

| existe des dizaines de démonstrations de ce théoreme



Plusieurs s’appuient sur le principe du puzzle :

si deux figures peuvent se former par assemblage de mémes pieces,
alors elles ont méme surface.

Au 3 eme siecle, par exemple,

L L , Sh=h.h
le Chinois Liu Hul a Imagine ce découpage : Sa=a A
angle droit : 90 degrés Sb=Db.b

Sh = Sa + Sb

: ° h? = a2 + b?




Une conjecture est une affirmation :

o que l'on croit vraie
° mais que I'on n'a pas (encore ?) réussi a démontrer pour en faire un theoreme

Exemple : les décimales de Pi contiennent n‘importe quelle suite de chiffres



La question de la preuve

Les grecs ont beaucoup réfléechi a la notion de demonstration d’'un theoreme :
* raisonnement irréfutable qui établit la veracité du theoreme

* en utilisant d'autres vérités mathematiques déja démontrées (autres theoremes)
et les regles de la logigue

* validé par tous les mathématiciens



Mais les premieres demonstrations ne peuvent s’appuyer
sur des théoremes précedents qui n’existent pas encore.

On doit admettre quelques affirmations « telles quelles » sans démonstration :
ce sont des axiomes qu'’il faut choisir avec soin
car Ils induisent tous les theoremes qui en decoulent...

Et les axiomes posent le probleme de la définition des mots qu’ils utilisent.

Ces définitions doivent étre rigoureuses et sans ambiguité



Vers 300 avant JC, Euclide définit :
« un point est ce qui n’a pas de partie » (ne peut pas étre découpé en morceaux)
maniere de dire que c’est tres tres petit, mais que cela existe malgré tout

... c'est difficile a définir, mais chacun peut pourtant s’en faire un schéma dans sa téte

Les mathématiques,
c’est d’abord jouer avec des schémas dans sa tete

S| possible en y trouvant du plaisir



Un paradoxe c'est un raisonnement qui semble logique,
mais qui conduit a quelque chose d'absurde, de faux ou de contradictoire

Exemple . « Je suis un menteur » :

S/ c’est vral (Je suis un menteur) alors ce que je dis est faux donc je ne suis pas un menteur

S/ c’est faux (je ne suis pas un menteur) alors ce que je dis est vrai alors je suis un menteur



Des 300 avant JC Euclide a proposeé une demarche tres proche de celle d’aujourd’hui :

déefinitions -> axiomes -> conjectures -> démonstrations -> theoremes

theoreme 1
axiomes ........ >> theoreme 2 —-> ralsonnement logique —> nouveau theoreme
(définitions ...) theoreme 3



ATTENTION : certaines methodes peuvent réserver de mauvaises surprises :
Vers 500 avant JC, Pythagore pensait que deux longueurs sont toujours « commensurables » :

c'est a dire qu’'on peut toujours trouver une unité de mesure assez petite pour que
ces longueurs s’expriment par deux nombres entiers (sans decimales) de cette unite

(les Grecs ne connaissaient par les nombres a déecimale)
10 et 4,3 avec une unité de « 1 »

se mesurent « 100 » et « 43 » avec une unité de « 0,1 »



Mais d’autres Grecs ont decouvert que

la diagonale et le cote d’un carré ne sont pas « commensurables »

car: diagonale / coté = « racine de 2 » = 1,1414... avec une infinité de décimales

Il faudrait une unité infiniment petite pour « commensurer » la diagonale et le cote.

On dirait aujourd’hui que le rapport entre ces deux nombres
ne peut pas s’exprimer exactement par une fraction.

lIs avaient decouvert que ce rapport est un nombre « irrationnel » comme Pl



Deux questions importantes :

- pourra-t-on démontrer que n’'importe quelle affirmation est vraie ou fausse :
mathématigues completes ou incompletes

- ne risque-t-on pas de pouvoir demontrer quelque chose et son contraire :
mathématigues cohérentes ou Incohérentes
En 1931 : coup de tonnerre du celebre theoreme d’incompletude de Kurt Godel :
GOodel déemontre que dans tout ensemble d’axiomes et de théoremes,
Il y aura toujours des affirmations « indécidables »

dont il sera toujours impossible de demontrer si elle sont vraies ou fausses



L’infiniment petit

Comete de Halley : ellipse qu’elle parcours a vitesse variable

o pres du solell : plus vite 50 km / seconde
° Join du solell : plus lentement 0,8 km / seconde

/ km/seconde

0,8 km/seconde
Aphélie

2000 m/s

.Sokﬂl

50000 m/s

périhélig

50 km/seconde



Questions :

Comment déduire la trajectoire et la position de la comete des lois de Newton

° un objet sans sollicitation continue tout droit a vitesse constante
o deux objets s’attirent avec une force = k. masse 1. masse 2 / distance?
° un objet soumis a une force : modification de sa vitesse = force / masse

par exemple pour prédire son retour



Comment relier la distance parcourue a la vitesse ?

Si la vitesse est constante 7 km / seconde :

distance parcourue en 1 minute = 7 x 60 =420 km ... facile

Si la vitesse est variable par exemple

entre 0,8 km/seconde a I'apheélie et 50 km/seconde au perihélie
77?77?77



Pour calculer la distance entre 'aphélie et le périhélie

on peut decouper la trajectoires en paliers de vitesse de :

100 metres par seconde -> 47 UA = 47 fois |la distance terre - solell

10 metres par seconde -> 42 UA

UA = unité astronomigque

distance moyenne terre-soleil

1 métres par seconde  -> 40 UA 150 millions de km

0,1 metres par seconde -> 39 UA

exact 38,453 UA

déecoupage en un nombre infini de paliers infiniment petits

mais infinis = paradoxes !!!



Paradoxes :  On peut placer une infinité de points de longueur nulle

sur des segments de longueur 1 et 2

longueur 1 longueur 2

infinix 0=1 infinix0=2 ———>1 =2 absurde

INfinl + 10 = Infini

mais si on retire I'infini de chaque cote :

Vd

10 = zéro >absurde

Les réegles de calcul habituelles en fonctionnent pas



Zero

| point <—> nombre = position du point

Entre deux points (hombres) de positions quelconques,
on peut toujours en inserer d’autres :

entre 0,5 et 0,6 on peut placer 0,51, 0,52, 0,53 ...

entre 0, 5234 et 0,5235 on peut placer 0, 52341 0, 52342 0, 52343 etc ...
et ceci jusqu’a I’infini
Entre deux nombre aussi proches solent-ils

il y a toujours de la place pour inserer une infinite d’autres nombres



570 - 1680 Newton et Leibnitz ont mis de I'ordre dans ces problemes d’infiniments
en définissant une autre race de nombres : les nombres infinitésimaux
- plus petit que tous les autres nombres
- mails non nuls
et les regles d’utilisation des nombres infinitésimaux qui evitent les infinis et |e
C’est ce que I'on appelle aujourd’hui le calcul infinitesimal

guli adonné naissance a la branche des mathematiques appelée I'analyse



L e calcul infinitésimal a introduit les notions de :

Vd

derivee : grandeur 1
* variation d’'une « grandeur 1 » par rapport a une « grandeur 2 »

* pente d'une courbe

* calcul des trajectoires

° equations de la physique

Dérivée

grandeur 2
Integrale :

* calcul de surfaces et volumes de formes compliquees ...
* et beaucoup d'autres choses

Intégrale

equations differentielles (avec des dérivées des inconnues) ., , ;
du dFu Iu

52 % 3_,_,_+ - =0

* qui représentent le comportement des solides, fluides, ondes... “* Y o

Conduction de la chaleur dans un solide




, , :
Des petits jeux e faux « paradoxe » du ballon

On entoure un ballon de rayon R avec une ficelle.
La longueur de la ficelle est 2 PIR ou Pi=3,1415...
On places une autre ficelle a un metre au-dessus du ballon,
La longueur de cette deuxieme ficelle sera 2 Pi (R+1)
La différence entre les longueurs des deux ficelles est :
2PI(R+1) - 2PIR = 2Pi =6,28... metres

Independant du rayon !!!

vral pour un atome, un ballon, la terre ...

etonnant mais vrail



Peut-on entasser des livres de maniere a ce

le plus haut soit le plus décalé possible par rapport au plus bas

sans ecroulement ? || n'y a pas de limite au décalage,
Il faut seulement beaucoup de livres :

Pour un décalage de « n » livres :

e N t re d e

—en lfaut: (1 +1/2+1/3+14+ ... +1/n)/2 livres

décalage de 1 livre, Il faut 4 livres
2 livres, 1l faut 30 livres
3livres, Il faut 210 livres
Décalage 4 livres, Il faut 1673 livres
de 5 livres, Il faut 12400 livres

un livre



L’art en mathematique

L’ensemble de Mandelbrot
est constitué par tous les points (X,Y)
tels que dans le petit calcul itératif ci-dessous
(calcul gu’on refait plusieurs fois)

.... les a et b ne tendent pas vers l’infini ...



Début du calcul : par exemple :

X=11 Y=09

ao=bo=0
ar=ao’-bo? +X =0+0+1,1 =11
b1=2 ao bo+Y =20x0+0,9 = 0,9
az=ai’-b1? +X =112-092 +1.1 =15
bo=2 a1 b1+Y=2 1,1x09+0,9 = 2.88
az=ax-b2 +X = 152-2882+ 11 = -4.9444
bz3=2a2 bo+Y = 2x15x288+288 =954
....aabs.... asbs .
abc =-1 200 000
b6 =-1080 000 Diverge
Pour X=0,1 Y=0,1 as=0,093 bs=0,123 Converge

appartient a I’ensemble deMandelbrot



Pour chague point (pixel) (X,Y) de I'écran, on fait le calcul ci-dessus

Converge: @
Y =0,9 <

Diverge: o O

X=1]1

- Sl les ai et bitendent vers des valeurs (convergent) —> on dessine le point (X,Y) en noir . e
Il appartient a 'ensemble de Mandelbrot

- SlI les ai et bitendent vers l'infini (divergent) —> on dessine le point en couleur,
avec une couleur qui depend de la vitesse de croissance des an et bne o

On peut faire un zoom en choisissant
une fenétre d'ecran plus petite et des points (X,Y) plus rapprochés






| 'espace de Mandelbrc




Quelques questions :
Cet promenade vous a-t-elle interessé ? Oui ? Non ? Pourquol ?
Vous aimez les maths, pourqoi ?

Vous n’aimez pas les maths, pourquoi ?

Que faut-il faire pour ameliorer I'attractivité des disciplines scientifiques ?

C’est vital pour I’avenir du pays



Mercl de votre attention



